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Przypomnienie: topologiczna K-teoria

» X — przestrzen zwarta. Vect(X) — zbior klas izomorfizmu zespolonych
sk.-wymiarowych wiazek wektorowych nad X.
» Vect(X) jest polpierscieniem ze wzgledu na @ i ®. Bedziemy pisa¢ v"
nnY®- -y
n
» Przez K(X) oznaczamy K-teorie Vect(X).
» K dziala tez na morfizmach przez przeciagniecia.

Skonstruowalismy kontrawariantny funktor hTop — Ring.



Cross-produkt

Definicja

Tx: X XY - X 7wy: XxY—=Y.
Homomorfizm pierécieni zadany na tensorach prostych

w: K(X) K(Y) - K(X xXY)
(@y = mx(Q) @7y (7)

nazywamy cross-produktem.
Zamiast p(¢ ® v) bedziemy pisaé (&



Twierdzenie Botta o periodycznosci

Twierdzenie (Atiyah-Bott)
Homomorfizm
p: K(X)® K(S?) = K(X x 8%)
£@y — 1x(Q) @5 (y) = (&

jest naturalng réwnowaznoscia funktoréw.



Przyktad i serce dowodu: wiazki nad S?

vvyyvyy

>
>

S22~ CUoo~DyUDe.

Nad S? znamy wiazke tautologiczna v i dualna don 1.
Nad Dy i Doo wszystkie wiazki sa trywialne, rozwazmy tylko liniowe.
Wybierajac izomorfizm wiazek nad S* — u € Aut(S* x C) i sklejajac
wzdtuz niego skonstruujemy wiazke nad S? z dwoéch trywialnych
wiazek. Taka konstrukcje nazwiemy spinaniem.

Jesli u jest identycznoscia otrzymamy 1 — wigzke trywialng nad S2.
Natomiast jesli u(z)v = zv otrzymamy .

Dowaod.
E(v) = {[20 : z1], (az0, az1)|a € C}. Mamy lokalne mapy:

hii D(Zz) x C — E(’Y‘D(zi))
ho([zo : z1],v) = ([20 : 21], (v,v21/20))

hi([zo : 21],v) = ([20 : 21], (v20/21,v))

Niech z := z1/z0. Dla |z| = 1 mozemy uzywa¢ obu map, wiec

ho(z,v) = hi(z,u(z)v)

a stad u(z) = z.

» Pozniej pokazemy, ze dla u(z)v = z"v dostajemy wiazke v".



Wiecej o wiazkach nad S2

Przed feriami: K (S?) ~ e _ZEV}: ) ~ 2 _Zl[’y:] 57 T)

Czyli kazda wiagzke nad S? da sie uzyskaé przez potegi i sumy wiazki .
Nauczymy si¢ ttumaczy¢ tensorowanie przez v na funkcje spinajaca tzn.

u(z)v=2"v daje "

To bedzie kluczowe w dowodzie.



Spinanie wiazek

X — CW-kompleks; X, X1, X2 jego pod-CW-kompleksy takie, ze
Xo=X1NXy oraz XjUXo =X
Niech E; i E> to wiazki nad X, i Xo, oraz
v: Filx, = E2|x,

izomorfizm wiazek nad Xo. Wowczas E1 U, Ea jest wiazka nad X.
Co wiecej, jesli F jest wiazka nad X to

E‘Xl Uid E’|X2 ~F



O spinaniu

Lemat
Spinanie jest przemienne z suma prosta i tensorem:

(E1 @ E2) Upay (E1 @ E3) ~ (E1 Uy BY) & (B2 Uy, E3)
(E1 ® E2) Upgy (E1 © E3) ~ (E1 Uy, E1) @ (B2 Uy, E3)

Lemat

Homotopijne funkcje spinajace indukuja izomorficzne wiazki. Przez
homotopie rozumiemy rodzing izomorfizméw wigzek parametryzowana
odcinkiem.



Spinanie wiazek nad X x S?

Oznaczmy:

> 52 =Dy UDs, Do NDo = S*

> 7 X x S' = X jest rzutem

> o X XDy = X, Too: X X Doo — X to réwniez rzuty
Niech ¢ bedzie wiazka nad X. Wybierzmy automorfizm

u: ¢ —7¢

Wowczas
WSC Uy W:OC

jest wiazka nad X x S?. Bedziemy oznaczac ja [¢, u].



O spinaniu nad X x §2

Lemat
Dla kazdej wigzki ¢ nad X x S? istnieje jedyna z doktadnoscia do
homotopii funkcja spinajaca taka, ze

€~ €| xxpy,u] oraz:

u|xx1 jest homotopijne z id

Dowod.

Niech s: X < X x S! dany przez = — (z,1). smo: X x Dy jest homotopijna
réwnowaznoscia, wiec naturalny izomorfizm &|xx1 — 7*(¢)|xx1 przedtuza
sie do izomorfizmu wug: §\XX]DO ~ 75¢ nad X x Dy z doktadnoscia do
automorfizmu o € Aut(m;(¢), ktory nad X X 1 jest identycznoscia. Podobnie
mozemy zdefiniowaé oo : &|xxpo, =~ T (. Wowezas u = uooug1 spelnia
zadane wlasnosci. (I



Algebra endomorfizméw wigzki

Definicja

Endomorfizmem wigzki X\ nazywamy przeksztalcenie u: E(A) — E(X), ktore
liniowo przeksztalca kazde widkno na siebie samo. Na zbiorze
endomorfizmoéw wiagzki mozemy zadaé strukture algebry zespolonej:
wszystkie operacje definiujemy po wtéknach.

Uwaga

Jestesmy zainteresowani przede wszystkim automorfizmami. Jednak na nich
nie da sie wprowadzi¢ struktury algebry.



Szczegodlne funkcje spinajace

Definicja
Niech ¢ bedzie wiazka nad X.
» Laurent-wielomianowq funkcjg spinajgcq (ang. Laurent polynomial
clutching map) dla wiazki ¢ nazywamy automorfizm u € Aut(7*(¢)
postaci:

u(z, z) = Z ar(x)z*

lkl<n
tzn. dlav € (7°() (2,2 u(w,2)v = Z ar(z)v - 2
[kl<n

gdzie ay: ¢ — ¢ to endomorfizmy (.

(istotng czescig definicji jest rozdzielenie zmiennych)

» Automorfizm v nazwiemy wielomianowym stopnia n jesli jest postaci:

u(z, z) = Z ar(z)z"

0<k<n
» Natomiast liniowym o ile:

u(z, z) = a(z)z + b(z)



Szkic dowodu Twierdzenia

Twierdzenie (Atiyah-Bott)

p: K(X)® K(S%) = K(X x S%)
(@7~ (&Y

jest naturalna réwnowaznoscia funktorow.

1.

Kazda wigzke nad X x S? mozna uzyskaé¢ z wiazki ¢ nad X i funkcji
spinajacej — automorfizmu wiazki 7*¢ nad X x S'.

. Funkcje spinajace tworza szeroka klase, ale kazda uda nam sie zastapic¢

wielomianem Laurenta.

Domnazajac przez wiagzke tautologiczna poprawimy funkcje spinajace
do wielomianowych.

4. Dodajac odpowiednie wiazki { poprawimy je do liniowych.

5. Analizujac wiazki spiete liniowo pokazemy, ze

p K(X) ® K(5%) = K(X x §?) jest epimorfizmem.

. Innymi stowy, kazda wiazke € nad X x S? rozpiszemy: & + & = &,

gdzie & € im p (postaci (&Y™). W K-teorii & = & — &1.
W dowodzie surjektywnosci znajdziemy kandydata na morfizm
odwrotny i policzymy, ze faktycznie nim jest.



Redukcja do Laurent-wielomianowo spietych wiazek

Stwierdzenie
V¢ nad X x S2, € ~ [¢,u], gdzie ¢ jest wiazka nad X, u jest
Laurent-wielomianowa funkcjg spinajaca.

Szkic dowodu.

ai: ¢ —= ¢ ak(x)::i/mdw

2mi w
S1
; 1
sk(z,2) = Z a;j(z)z’, un(x, 2) = —— Z sk(z, 2)
l3I<k " 0<k<n

Mozna policzyé, ze szereg un(x, z) zbiega punktowo do u(zx, z). Twierdzenie
Fejera mowi, ze doktadnie taki szereg zbiega jednostajnie.

Udalo nam si¢ jednoznacznie przyblizy¢ u szeregami Laurenta. Dla
odpowiednio duzego skonczonego n, u, bedzie dowolnie bliskie, wiec
homotopijne z u i bedzie wielomianem Laurenta. (I



Redukcja do wielomianowo spietych wiazek

Stwierdzenie

Niech & >~ [, u]. Wowczas [(,uz"] = £ @ g™

Innymi stowy, domnozenie funkcji spinajacej przez jednomian to
domnozenie wiazki przez v".

Dowod.

7 przemiennosci spinania z tensorem:

(¢ uz"] 2 m5(C) Uuzn w3 (C)
~ (766 © 1) Uugen (ToeC @ 1)
~[Gu @1, 2"]
~{@mg"

Wnhiosek
Jesli u bylo wielomianem Laurenta, to mozemy je poprawi¢ w ten sposéb
do wielomianu.



Redukcja do liniowej funkcji spinajacej I

wielomianowa funkcja spinajaca stopnia n dla (:  p(z,2) == Z pr(x)z

wiazka nad X: L"(¢)

liniowa funkcja spinajaca L™ (p): #*(L"(¢)) — =" (L™(¢)) dana macierza:

Po P
—z 1
0 -z
0 0
1 O 0
[0 0
-1 0
0o -1
0 0
L 0 0

D2

0
1

co09o o0o...

n+1

®¢

0<k<n

k



Stwierdzenie

[L™(¢), L™ (p)] =~ [L™(C),p @ 1n] = [¢, p] @ [L"1(C), 1]

(ideologicznie, zamieniamy ( spinang wielomianem na wigksza wiazke spinang liniowo)

Dowod.
Niech p} = ngkSnpkzk_T
1 opi(s) - P [p(z) 0 - 0 01 0
0 1 0 0 1 - 0 0] |—2 1
L"(p) = :
0 0 1 0 0 1 0 0 O
0 0 0 0 0 0 1 0 O
a stad

L"(p) = (14 N1)(p & 1n)(1 4 N2)

gdzie N1 i N2 to czesci odpowiednio powyzej i ponizej diagonali czesci,
zatem

Li(p) = (1 +tN1)(p & 1n)(1 + tN2)

jest homotopia L™(p) ~ (p ® 1,).

=]



Stwierdzenie

(L), LM ()] = [L7(C), L™ (p)] @ [¢, 1]

Dowod.
Po PpP1 ... Pn-1 DPn 0
—z 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 —z 1 0
0 0 0 —z1-1t) 1

zadaje homotopie L™ (p) ~ L"™(p) ® 1.

(2)



Stwierdzenie

[L"HQ), L™ (zp)] = [L™(Q), L™ (p)] @ [¢, ] ®3)
Dowod.
0 Po p1 Pn—1 Pn
-z 1—-t O 0 0
0 —z 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 —z 1

zadaje homotopi¢ L™ (2p) ~ L™ (p) ® 2. By to zobaczy¢ musimy jeszcze
zamieni¢ wiersz pierwszy z drugim, ale taka zamiana jest stata po okregu,
czyli homotopijna z identycznoscia. O



Whioski z tych rozwazan

Dla p stopnia < n mamy wzory:
(1) [L™(¢), L™ (p)] = [¢,p] @ [L" (<), 1]
(2) [L"HQ), L™ (p)] = [L™(C), L" ()] @ [¢, 1]
(3) [L"H(Q), L™ (2p)] = [L™(C), L" (W] @ [¢, 2]
Przyktad

Yolzyay
Dowod.
7 jednej strony

[22(1), L2(:%)] ¥ 1,22 @ 1,1 & [1, 1]

7 drugiej strony

[L'(1), L'(=)] @ [1, 2] 2 [2°(1), L°(1)] @ [1, 2] @ [1., 2]

~[1,1]®[1,z] ®[1, 7]

[22(1), 12(:%)] ¥

Ale w K(—) mozemy odejmowaé stronami, wiec

(L2 @ 1,1 @ JAT > AT [1,2] @ [1, 2]



Liniowe funkcje spinajace

Niech ¢(z, z) = a(z)z + b(x) bedzie liniowg po z funkcja spinajaca dla ¢
nad X. Rozlozymy ¢ na sume sume prostad dwoch wiazek: (4 1 (—, ktore
obie leza w obrazie u tzn. sa postaci n&~*, gdzie n jest wiazka nad X. W
szczegblnosci dazymy do takiego izomorfizmu:

[¢;a(@)z + b(x)] ~ [C+, 2] & [C-, 1]



Rzuty qo 1 g0

Definicja
Przypomnijmy ¢(z, z) = a(z)z + b(z). Zadajmy qo, goo: ¢ — C:
qo(x) I—QL/ x)z + b(x) ta(z)dz
Goo(a) = 5 / a(w)(a(x)z + b)) dz
|z]=1

Przyktad
Dlag=id=0-24+1: qoe(z)=0

Stwierdzenie

q(z,2)q0 () = goo (x)q(z, 2)

dla |z| = 1,  dowolnego.



Dowod stwierdzenia

Najpierw pokazemy pewna przemiennosé. Dla z # w:

-1
(az+) +7(aw+b) (aw+b)_1a11j+b( z2+b)7" + (aw +b)”
w—z Z—w z
= (aw+b)"" <a’w+b+az+b> (a2 +b)~!
w—2z z—w

(az +b) ta(aw +b) 7' = (aw + b) talaz +b) 7"

Rozwazmy

] \
_

/ (az +b)(R)(az + b) dw

27

Jw|=1 Jw|=1

27

Jw|=1 |w|=1

9ooq = 490

1az+b
z—w

1 / a(aw + b))~ dw (az+b):(a2+b)ﬁ / (aw+0)"'a

(az+b)7"

—,/a(aw+b)7](az+b)dw:% / (az + b)(aw + b) 'adw

dw



Qo 1 goo to faktycznie rzuty

Stwierdzenie
qoqo = qo Oraz gooGoo = (oo

Dowdod.

Zauwazmy, ze skoro ¢ = az + b jest odwracalne na Dy N Do = {|2]| = 1},

czyli na zbiorze domknietym to jest tez odwracalne na

{1 — e < |z| < 1+ ¢}. Calka zalezy tylko od klasy homotopii $ciezki, wobec

czego mozemy wybra¢ 1 —e < r2 < r1 < 1+ ¢ i napisaé¢

— 1 : —1 —1
q0q07<%> / /(az+b) a(aw +b)" adwdz

=r1|w|=

. -1
( > / / (az+b)” (aw+b) @ 4o ds
2 w — z—w

|z|=r1|w|=r2

(| [ e f

Jw|=ro |z]=ry |z]=r1

2mi

1

. -1 _
= 5 / (aw +b) adw = qo

Jw|=1
Dla goo dowdd jest analogiczny.

dzdw + / (az+b)""a
w

/ ! dwdz
w—z

|w|=ra



Rozktad ¢

Definicja

Jak wszystkie rzuty, ¢ sa stalej rangi, wiec majg sens:
¢ = imqo (¥ = imgeo
¢® = kerqo ¢ == ker oo

Maja sens rowniez przyciecia
a4 (= 2): (§ = ¢F
Q—(_7 Z): Cg - Cio
poniewaz ¢ jest izomorfizmem, wiec
q(imgo) = im(qqo) = im(geoq) = M goo
q(ker go) = ker qqo = ker gooq = ker pos

(dla czytelnosci czesto bedziemy pomijaé¢ 0 oraz oo i traktowac g+ jak automorfizmy)

Przyktad
¢ =im0=0

Dlag=id=0-2+1 — o =0:
=1 ? 1. {g_:ker():c



Stwierdzenie
q+(—, 2z) jest izomorfizmem dla |z| > 1, a ¢—(—, z) jest dla |z| < 1.

(]z| = oo oraz |z| = 0 tez maja sens, bo pracujemy na sferze Riemanna)

Dowod.
Wybierzmy v takie, ze 3y : ¢(v) = (aw + b)v = 0. Zauwazmy, ze |w| # 1.
Woweczas dla |z| =1
(az+0b) "
(az + b)v = (az + b)v — (aw + b)v = a(z — w)v Y < — )

1

_ Bt Heuj
T w (az+b) "av calkujemy po z
1 1 1 1
— dz = — b d
i ) a—w 2m‘/<az+) e
|z]=1 |z]=1
lw|<1: w
=qo(v
jw|>1: 0 (v
Zatem v € kerg(z,w) Aw| <1 = qov =v, czylive (.
ker g (x,w) = ker g(z, w) N ¢ els? (3 ne =o
Natomiast vEkerg(z,w) Alw| >1 = quv=0, czylive’.
ker ¢4 (z,w) = ker g(z, w) N ¢} izt ECnl=o

Widzimy wiec, ze g+ i g—, to monomorfizmy miedzy przestrzeniami tego
samego wymiaru, czyli izomorfizmy. O



Kluczowa homotopia

Stwierdzenie
Dla liniowej funkcji spinajacej ¢ = az + b zachodzi

[Ca q} = [C+7 Z] D [C*7 1]

(réwnie dobrze mogliby$my zamienié + i —, ten wybor jest jedynie dla ustalenia uwagi.)
Dowod.
Oznaczmy ayz + by '=q4, a—z+b_ = q_

arz+by =q4, a_z+b_ =q_
qj_ =arz+thy, ¢~ =ta_z+b_
(g+ to przyciecia g, ale rozpatrywane na innych przestrzeniach, wiec a4, b4 to nie a, b)
(aq to koniecznie izomorfizm, poniewaz dla z = oo, g = a4 jest izo. b_ podobnie)
q' jest izomorfizmem dla t € [0, 1], bo ¢4 nim jest dla |z| > 1 (skalujemy);
q- analogicznie. Zatem qj_ ® ¢% jest homotopig a1z ® b_ ~ q przez
izomorfizmy, stad

[Cv q] = [C7a+z @ b*] = [CJr @ C*aa+ S b*] = [C+7a+Z] D [<*7b*]
= [C+7Z] S K*v 1]



Whioski

bPo P11 P2 Pn—-1  Pn

—z 1 0 0 0

0 —z 1 0 0
L"(p) = :

0 0 0 1 0

0 0 0 —z 1

jest liniowa po z, wiec stosuja sie do niej ostatnie rozwazania. Napiszmy
rozktad L™ (¢) wzgledem L™ (p):

L) = L")+ & L"(¢,p)-
[L"(C), L™ (p)] = [L"(¢, p)+, 2] ® [L"(C, )~ 1]

Stwierdzenie
Jesli p jest wielomianem stopnia < niz n to zachodza:
L"N¢p)+ = L7 (¢p)4, oraz L"TH((p)- = L"H((p)- @ ¢ (4)
L™ (¢ 2p)+ = L (¢ p)+ @ ¢, oraz L™ (Czp)- = L"(Cp)- (5)



Dowod stwierdzenia

Bedziemy operowaé na wielu funkcjach spinajacych, wiec wprowdzmy
oznaczenie:
C+,u torozklad ¢ wzgledem u

Liczymy:

L") ~ LnH(C)i,mH(p)
~ ( "(Q) @)t L (pyo1
L"(Q)+,n(p) ® (a1
N { "(Cp)+ @o lub
L*(c,

“(6p)-

Dla L™ (zp) dowod analogiczny.



p: K(X) ® K(S%) — K(X x 5?) jest surjekcja

Dla dowolnej wiazki £ nad X x S? zachodzi:
€ ~[¢,u]
(G u] @ w52 (¢, ]
(€.l @ (L"), 1) = [L7(C), L™ (p)] = [L™(¢,p)+, 2] @ [L™(¢,p)-, 1]
~ (L"(¢,p)+&7) @ (L" (¢, p)-&1")
Czyli w K(X x 5§%)

E@mee" = (L"(¢,p)+®7) + (L"(¢,p)-7°) — (L H(O)&Y°) |@ 7oy ™"

€= (L"(¢,p)+&y ) + (L™ (¢, p)-&y ) = (L"H(O&y )



Morfizm v: K(X x §?) = K(X) ® K(S?)

Definicja
Niech p,, bedzie wielomianem stopnia < 2n takim, ze z~"p, jest
homotopijne z u.

valCoul = L (C,pn)+ @ (7" =47+ (@
Przypomnijmy, ze

2\ Z[] ~ Z[y]
K= = " W =177

zatem (1 —y Dy~ ' =1—~y"1 w K(S?), wiec

vnlCu] = L (Cpn)+ @ (L= ) +¢@y "

Stwierdzenie

Jedli istnieje v, to rowniez v,4+1 jest dobrze okreslone oraz zachodzi
Vp = Un+1. Pozwala to nam pisaé v[(,u] ddd. n.

Co wiecej, v zalezy tylko od klasy homotopii w oraz jest rozdzielne ze
wzgledu na sume prostg tzn. jest dobrze okreslonym morfizmem
K(X x 5% = K(X)® K(S?).



Dowod stwierdzenia

Niech py4+1 == zpn. Wowczas degprn+1 < 2n + 2 oraz

n—1

U~z "y~ 27" T 2py ~ 2— (04 1)ppta

Mamy rowniez:

n def. n (4) n (5) n
L2 pngr)+ = LG 2pna) 4 = L 2pn) 4 = L2 (Copn)+ B C

Mozemy wigc policzy¢:

’Un+1[<y U] = L2n+2(gapn+1)+ ® (77”’ - ’Yﬁnil) + C (2] 77n71

=L"(Cpn)+ @( "=y AR (T =T ) T
=L )+ @ (VT =T+

= v"[Cvu]

—1



Dowo6d Twierdzenia Botta

Twierdzenie

Dla przypomnienia: pi: K(X) ® K(S?) — K(X x 5?) jest izomorfizmem z
odwrotnoscia v.

Dowaod.

(vp=1)
Wystarczy pokazaé teze na generatorach tzn. na (®v~".
(w zasadzie n € {0, 1}, poniewaz K(Sz) ~ Z['y]/(’y_2 —2y~ 1 = 1))

vu(C®Y ) =v([¢, 27" =L (D) s @ (v T =) + oy

(4 5 —n —n o
DL D)4B( " =) + (B
=0&(y' " =) ¢



(pv =1)
Najpierw dwie relacje:
[L7"(Cpn) 4 2] = [L27(C), L2 (pw)] = [L7"(Cpn) - 1] '®7r§w_"

[L*(¢,pn)+, 2" "] = [L7(0), L*" (pn)] @ gy ™" = [L*(¢,pn) -, 1] @752y ™" (a)

[£2%(0), 22 ()] Y [¢.p] & (27 1(0), 1 ' ®
[L2™(C), L*"(pn)] @ meay ™™ = [C,pn] @ Ti2y " + [L77H(0), 1] @ iy (b)

Liczymy:
o) = p (L7 p)+&(y ™" =™ +¢&y ")

= [L*"(¢,pn)+, 2" "] = [LP (¢ pn) 1, 2 "] + [C 27"

@ [L2(0), L*" ()] ® ooy " = [L¥(Cpa) - 1] @ ooy "

- [L%(C,pn)+, 1] @ mgey " H(Qmgy "

Q¢ pal @ 7y + [LPHO), 1] @ whey " = [P0, 1] @ mEey " (@ whey "
= [Cvzinpn]
—¢



Dziekuje za uwage




